Chapitre 22 - Correction des exercices

Exercice 1:

1. On applique le pivot de Gauss pour montrer que B est inversible et déterminer I'inverse de B.

100 100

03 1 010

021 00 1

100 1 0 0
Ly<+3L3—2Ls, [0 3 1 0 1 0
00 1 0 -2 3

100 1 0 0

Lo+ Ly—Ls, |0 3 0 0 3 -3
00 1 0 -2 3

. 100 1 0 0
Lyt gLa, {0 10 0 1 -1
00 1 0 -2 3

La matrice B est bien inversible.
2. On sait que f est un automorphisme si, et seulement si, sa matrice est inversible. De plus, Mat(f~1)=Mat(f)~!.

Ainsi, f est un automorphisme et f~!: (x,y,2) — (z,y — 2, —2y + 32)

Exercice 2: Soit # € R. On pose Ry = <Z?jg _(:2151199).

Soit fy € Z(R?) I'application linéaire canoniquement associée a Ry.

1. Notons (e1,e2) la base canonique de R2. On a f(e1) = cos(f)e1 + sin(f)es et f(ea) = —sin(f)e; + cos(d)es.

On reconnait graphiquement que f(e1) et f(e2) sont les images respectives de e; et ey par la rotation
vectorielle d’angle 6.

2. Soient 0 et ¢ € R. Par le calcul, on obtient RgR, = Ry.
On en déduit que fpo f, = foip-

3. Soit # € R. On a RyR_y = R_yRy = Ry = I>. Donc Ry est inversible et (Rg)_l = R_y.
On en déduit que fy est un automorphisme et que ( fg)_1 = f_p.

. Soit # € R. Par récurrence et a ’aide de des questions précédentes, (Ry)" = R,y pour tout n € Z.

On en déduit que (fy)"™ = fne pour tout n € Z.

Exercice 3:

1. On va montrer que f est un projecteur ou une symétrie. On calcule F? pour s’en convaincre.

On a bien F? = F donc f? = f d’ou f est un projecteur. On doit déterminer Ker(f) et Im(f) pour
déterminer ses espaces vectoriels caractéristiques.

S

T T 20 —y—2=0
Ker(F) = y| €e31(R), Fly| =0, = y| € M1(R), { z—2=0
z z z z—y=0
x 1
= Yyl e «//371(R), r=1y =2z, = Vect 1
z 1

D’ou Ker(f) = Vect ((1,1,1))
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Chapitre 22 - Correction des exercices 2

2 -1
rg(f) =3 — 1 donc dim(Im(f)) = 2. On a donc Im(F') = Vect 11,10
1 -1

Dot Im(f) = Vect((2,1,1), (—1,0, —1)).

2. Dans la base ((1,1,1),(2,1,1),(—1,0,—1)) la matrice de f est diagonale :

o O O
o = O
_ o o

Exercice 4: rg(A) =1, rg(B) = 2, rg(C) = 3.

Exercice 5: Soient a,b,c € R. Le but est de déterminer le noyau de

1 1 1
A=|b+c a+c a+bd
be ac ab

On a, par opérations sur les colonnes (retirer la premieres aux autres), puis sur les lignes (utiliser la premiere ligne
pour mettre des 0 sur la premiere colonne puis L3 < Ls — bLs),

1 0 0 1 0 0 1 0 0
rg(A) =rg b+c a-—b> a—c =rg 0 a-—bd a—c =rg 0 a—b a—c
bc  cla—b) bla—rc) 0 c¢la—b) bla—c) 0 (c—=b)a—b) 0

1 0 0
En inversant les deux derniéres lignes, on obtient, rg(A) = rg (0 (c—=0b)(a—=b) 0
0
0
e Si a,b, c sont distincts, alors rg(A) = 3 d’ou Ker(A) = 0
0

x 1 1
e Sia=b=c,1g(A) =1 et Ker(A) = y| € #31(R),z+y+2=0, = Vect -11,
z 0 -1

e Si deux sont égaux et le dernier distincts, par exemple b = a et ¢ # a (les autres cas sont analogues).
On arg(A)=2et

T 1
Ker(A) = y| € #1(R),z+y+2z=0et (a+c)z+ (a+c)y+2az=0p = Vect -1
z 0

Exercice 6: Soit % la base canonique de R?. Soit %' = ((1,2),(1,3)).
1. %' est une base de R? car la famille ((1,2), (1,3)) est libre et de cardinal 2.

Py = Muts(#) = (5 ).

9 3 -1
P}ﬁ = Mat g (%) = (_2 1 )

2. On a Matg(v) = (le), donc Matg (v) = P Matg(v) = <_32 _11> <le> = <_21>

Les coordonnées de v = (1,4) dans la base %’ sont donc (—1,2).
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3. Mat(f) = G _11>

N 4 @ 3 -1 2 1 1 1 3 -1 4 )
D’ott Matg (f) = P Maty(f) P2 = <_2 1 > (1 _1> <2 3> = <_2 1 ) <_1 _2>

13 17
-9 —-12)°

. . . o . AN 2 11
Exercice 7: Soit u I'application linéaire canoniquement associé & A = (_ 10 2>.

On pose ¢} = (1,0,1), e, = (0,0,1), ¢, = (1,1,1), fl = (0,1) et f, = (1, —1).
La famille &' = (e}, e, €4) est libre et de cardinal 3, donc c’est une base de R3.
La famille 7' = (f{, f}) est libre et de cardinal 2, donc c’est une base de R?.

/

Matg/’]:/(u) = P]]_—:/Matg,}-(u)Pg .

Or :
2 1 1
Matgf(u)—(_l 0 2)
y 0 1 1 1
F' AN F
Py = 1 _1>douP]_-,—<1 0),
1 01
P =100 1].
1 11
On a donc :

11\ /2 11
Matg’f/(“):<1 0) <—1 0 2)

Exercice 8: On note # la base canonique de R3[X].

81_11 31 4\ (4 35
L) \toJlr2 1) 314

1. La famille ' = (1, X, X (X — 1), X(X — 1)(X — 2)) est une famille de polynémes de degrés échelonnés de
cardinal 4, donc A’ est une base de R3[X].

10 0 O
/ 01 -1 2
B _ p N\ —
P% Matj(f@) 00 1 -3
0 0 O 1
1 0 00
A 0111
Done Par (P%) 001 3
0 0 01
—1
2. Les coordonnées du polynéme (X — 1)* dans la base % sont (—1,3,—-3,1) i.e. Matg ((X —1)?) = _33
1
1 0 00 —1 —1
0111 3 1
3\ _ p# 3) _ _
Donc Matg ((X —1)?) = P/ Matg ((X — 1)) = 00 13 Y Il
0001 1 1
Les coordonnées de (X — 1) dans la base %’ sont donc (—1,1,0,1). En effet, on a bien :

I XXX -D)X -2)=(X-D)(XX-2)+1)= (X -1)®
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3. Soit u ’endomorphisme de R3[X] défini par u(P) = P’.

01 00
0020
Matz(w) =14 ¢ o 3
0 000
D’ou
1 0 00 0100 10 0 O
_ p# z (0 1 1 1 00 20 01 -1 2
Matgy (u) = PyMats()Py = |0 o 1 gl lo 00 3||loo 1 -3
0 0 01 0 00O 0 0 1
10 00 01 -1 2
101 11 00 2 -6
1001 3 00 0 3
0 001 00 0 O
01 -1 2
100 2 =3
(o0 o0 3
00 0 O
Exercice 9: On va raisonner par analyse et synthese.
0 00
1. Analyse: Supposons qu’il existe une base (uq, uz,us) dans laquelle la matrice est {1 0 0
010

On a donc f(u1) = ug, f(uz) = usz et f(uz) = 0 ou encore ug = f2(uy).
La famille est donc de la forme (uy, f(u1), f2(u1)) avec uy # 0, f(u1) # 0 et f2(uy) # 0.

2. Synthése: Soit u; tel que f2(uy) # 0.
Considérons la famille (uy, f(u1), f2(u1)).
Cette famille est une famille de 3 vecteurs en dimension 3 donc si elle est libre alors c¢’est une base de E.
Soit ()\1, Aa, )\3) € R? tel que Ajui + )\gf(ul) + )\3f2(u1) =0.
(a) On compose par f : Aif(u1) + Ao f?(u1) + Asf2(u1) = 0= A f(u1) + Ao f?(ur) = 0.
(b) On compose par f : A f2(ur) + Xaf3(u1) = 0= A\ f2(u1) = 0.
Aul + )\Qf(ul) + )\3f2(u1) =0

(c) On obtient le systeme { A1 f(u1) + Ao f2(u1) =0 S A=X=X3=0
A f2(u) =0
0 00
La famille (u1, f(u1), f?(u1)) est une base de R3. La matrice de f dans cette base est {1 0 0
010
Exercice 10:
1. On peut calculer le rang sur les lignes ou sur les colonnes de C'. On remarque que L3 = —L; donc rg(C) < 2.
De plus, (L1, L2) est libre donc rg(C) = 2.
-1 0
Enfin, on sait que Im(C') = Vect(Cy, Cy, C3) = Vect 11,11 car C3 = 2C71 — Cs.
1 0

D’ou Im(f) = Vect((—1,1,1),(0,1,0)).
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T T T —x—22=0
2. Ker(C): Y 6%371(]1%), Cly| =0, = Y 6%371(]1%), r+y+z2=0
z z z T+22=0
T -2
9 N xr = 2z
D’ou Ker(C) = y | € #31(R), { Y= 2 Vect 1
z o 1

Par conséquent, Ker(f) = Vect((—2,1,1)).
) =

3. On a Ker(f) 4+ Im(f) = Vect ((—2,1,1),(-1,1,1),(0,1,0)).
Or la famille &' = ((-2,1,1),(-1,1,1),(0,1,0)) est une famille libre de vecteurs en dimension 3 donc c’est
une base de R3. D’ott Ker(f) + Im(f) = R3. D’apres la caractérisation des supplémentaires en dimension
finie, Ker(f) ® Im(f) = Rg3 et B’ est base est adaptée a cette décomposition.

/ -2 —1 0 7 -1 0 -1
4. OnaPZ =1 1 1]etPZ=[1 0 2
1 1 0 0 1 -1
-1 0 -1\ /-1 0 =2\ /-2 -1 0
Matg (f) = PaMatg(f)PZ = | 1 0 2 11 1 111
1 -1 1 0 2 1 1 0
-10 -1\ /0 -1 0
=1 0o 2])[o 1 1
0 1 -1/ \0 1 0
000
=(0 10
00 1

Exercice 11: Soit ' = {(:U,y,z) eER3 2z —2y+3z= 0} et G = Vect ((1,—2,3)).

1. On a F' = Vect ((2,1,0),(3,0,—1)). On montre facilement que F' NG = {Ogs}, d’ou, par un argument de
dimension, R? = F @ G. Dans la suite, on note p la projection sur F parallelement & G, s la symétrie par
rapport a F' parallelement a G.

2. On cherche & calculer la matrice de p dans la base canonique de R3.

(a) Premiére méthode : Soit (z,y,2) € R3. On montre, grace & un raisonnement par analyse-synthese, que :

2z + 10y 4 62 3z — 6y — bz T —2y+ 32
=— (2,1 —1 —(1,-2
(2,9, 2) T (2,1,0) + T4 (3,0,—1) + u L=23)
Doncp ((x,y,2)) = W(Z, 1,0)—1—%(3707 —1) = L (132+2y—3z, 22+10y+62z, —3z+6y+52).
13 2 -3
Dot Matg(p) = [ 2 10 6
-3 6 5
(b) Seconde méthode : La famille ' = ((2,1,0), (3,0, —1), (1, -2, 3)) est une base adaptée & la décomposition

FadG.

100
On a Matg(p)=(0 1 0
0 00
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D’ou
7 1 2 3 1 1 00 2 10 6
Mat z(p) = PZ Mat g (p) P2 = 10 =2)10 1 0)|3 =6 =5
0 -1 3 0 00 1 -2 3
1 2 3 1 2 10 6
=1 1 0 -2 3 -6 =5
0 -1 3 0 0 O
1 13 2 -3
=—12 10 6
14 -3 6 5
3. On cherche & calculer la matrice de s dans la base canonique de R3. Or, on sait que s = 2p — id.
13 2 -3 100 6 2 -3
Dot Matg(s) = 2Matg(p) —Is=4+[ 2 10 6 |-[0 1 0] =12 3 6
-3 6 5 0 01 -3 6 -2

Exercice 12:

3 -2 2
1. Matg(f)=| -2 3 -2
-2 2 -1

2. La famille (Py, P, P3) est une famille de 3 vecteurs en dimension 3. Il suffit de montrer qu’elle est libre.
Soit (A1, A2, A\3) € R3 tel que M Py + AaP + A3P3 = 0. On évalue en —1, on trouve A; = 0, puis on évalue
en 1, on trouve Ay = 0, d’ou1 A3 = 0.

La famille (P, P2, P3) est une base de Ry[X].

3. On doit exprimer f(P;), f(P2), f(P3) dans la base #’. Par le calcul, on trouve

f(P1) =3P f(P) =Py f(P3)=Ps
3 00
Donc, Matg(f) =10 1 0
0 0 1

4. Par la formule de changement de base, on sait qu’on a

1 -1 1
Matg(f) = PMatg (f).P 'on P=P% =[-1 1 0
-1 2 -1
En passant a la puissance, on démontre par itération que
3" 0 0
Matg(f") = Matg(f)" = P.(Matg(f)".P'=P.|0 1 0].P!
0 01
1 -1 1 3 0 0 -1 1
= -1 1 0 0 1 0 0 1
-1 2 -1 0 0 1 1 1 0
1 -1 1 3n =3m 3"
= -1 1 0 1 0 1
-1 2 -1 1 1 0
3" -3"+1 3"-1
= | -3"+1 3" -3"+1

—3"+1 3"—1 —3"+2
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Chapitre 22 - Correction des exercices 7

Conclusion : f": a+bX+cX? s af™(1)+bf™(X)+cf(X?) = 3"(a—b+c)+b—c+(3"(—a+b—c)+a+c) X+
(3" (—a+b—c)+a—b+2c) X>

Exercice 13: Soit n € N. ‘
Soit A = (a;j) € Mp41(R) définie par a; ; = (j_l). On a:

i—1

1111 1

01 2 3 n

00 1 3 (%)
A=1o0 0o 1 (")

00 .o o 0 1

La matrice A est triangulaire supérieure avec des coefficients diagonaux non nuls, elle est donc inversible.
Soit f : P+ P(X + 1) automorphisme de R, [X].

k
k
On a, pour tout k € [0;n], f(X*) = (X + 1)k = Z (l)Xl’
=0
1 i
Dot tout j € [L;n+1], f(X771) = X! = X
o, pour tout j € [1in + 1], f(X'™) g( , ) Z<Z~_1>

On a donc que Matgz(f) = A ot £ est la base canonique de R, [X].
De plus, A~! = Matg(f~1). Or f~1: P+ P(X —1), d’'on

1 -1 1 -1
0 1 -2 3
A7 = Maty(F1) = 0 0 1 =3
0 0 0 1
0o 0 - --- 0 1

/i
Explicitement, pour tout i,j € [1;n], (A_l)ij = (=1)"" (j 1>-
9 Z J—

Exercice 14: Soit n € N*.
1. On a tr(l,) = n.

2. Soit A, B € #,(K), notons (a; ;) et (b;;) leur coefficients respectifs.

n n n n

tr(AB) = Z(AB)M = Z Za’i,kbk7i et tr(BA) = Z(BA)N = Z bi,kam

i=1 i=1 k=1 i=1 i=1 k=1
d’ou tr(AB) = tr(BA).
Supposons que A et B sont semblables. Alors il existe P € GL,(K) tel que A = P~'BP d’ou

tr(A) = tr(P"'BP) = tr(BPP ') = tr(B).

La réciproque est fausse. Contre exemple : (8 8) et (8 (1)) ne sont pas semblables (car la matrice nulle

est uniquement semblable a elle méme) mais ces matrices ont la méme trace.

1 1 1 2
3. Les matrices (_ 1 1) et <3 O> n’ont pas la méme trace donc elles ne sont pas semblables.
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